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转静件碰摩模型
及不对中转子局部碰摩的混沌特性
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【摘要】　本文从经典碰撞理论出发,建立了一种应用广泛的碰摩模型,分析了两种特殊情况,并给

出了适合航空发动机转子系统的碰摩模型。建立了考虑静子本身刚度的不对中质量偏心转子碰摩

的动力学方程,并进行数值计算、分析。分析表明,系统除了具有各种形式的周期运动、拟周期运动

外,还具有丰富的混沌运动与分叉现象。
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1　引　言
　　在涡轮机械及其它高速旋转机械中,随着高转速高效率的需求,转子与静子的间隙越来越

小。这导致了转子与静子的碰摩故障不断发生,特别是在封严装置转静件间以及叶片端部和机

匣之间。转子与静子的碰摩故障通常表现为其它故障的间接结果。

在对旋转机械进行故障诊断时,由于一些故障的复杂性,仅考虑系统的同频与分频振动还

不足以进行准确的诊断,还必须考虑更复杂的振动特性[1 ]。近年来,已经提出了应用混沌运动

作为描述故障特征的工具[2 ] ,用于故障诊断。

要研究碰摩转子的混沌特性,建立合理的动力学模型十分重要,而其关键在于碰摩力刻画

的是否准确。目前有两种碰摩力模型应用较多,一种是基于静子是完全弹性的思想,即不考虑

碰撞效应;另一种是基于静子是完全刚性的思想,即认为静子的变形极小,仅考虑碰撞效应。事

实上,这两种模型的使用都有局限性。

本文从经典碰撞理论出发建立了一种更通用的碰摩力模型,研究发现以上两种模型仅是

本文模型的两种特殊情况,同时得出了以上两种模型的应用范围,讨论了适合航空发动机转子

系统的碰摩力模型。本文还建立了考虑静子本身刚度的不对中质量偏心转子碰摩动力学方程,

并且进行数值计算、分析了各主要参数对运动的影响。分析表明,系统除了具有各种形式的周

期运动、拟周期运动外,还具有丰富的混沌运动与分叉现象。

2　碰摩模型
　　本文利用经典碰撞理论建立碰摩模型,即以下讨论基于两个基本假设: 碰撞作用时间极

短,从而忽略碰撞过程中物体的位移;其它力相对碰撞力来说很小,而忽略不计。



假定: Jeffco t t转子的转轴无质量,刚性系数为 k;阻尼系数为 c;转盘质量为M ;转、静件碰

图 1　弹簧阵子系统

撞时,静子上与转子相接触部分的质量为m ; 静子上与转

子相接触部分因碰撞而运动时受到弹性力、阻尼力, 对应

的弹性系数、阻尼系数分别为 k c和 d c。于是碰撞过程就可

用如图 1 的弹簧—振子系统来描述, 质量块A 的质量为

M ,碰撞前后的速度分别为 v 1 和 u 1,质量块B 的质量为m

碰撞前后的速度分别为 v 2 和 u 2, v 2= 0。设碰撞的恢复系数为 k
3 , 1> k

3 > 0,根据经典碰撞理

论可得:　　u 1= [ (M - k
3

m ) v 1 ]ö(M + m )　,　u 2= [M (1+ k
3 ) v 1 ]ö(M + m ) (1)

若假定B 块本身的阻尼系数、弹性系数分别为K f 和D f (与转静件碰摩情况相对应,则K f

= (k 1k 2) ö(k 1+ k 2)和D f = c1+ c2, k 1 和 k 2 分别为转、静件材料的弹性系数, c1 和 c2 分别为转、静

件材料的阻尼系数) ,则恢复系数 k
3 可按文献[ 3 ]给出的公式计算。

若取M = nm ,在碰撞过程中A 块受到的冲量则为: F Σ= - M v 1 (1+ k
3 ) ö(1+ n)

若碰摩前后转子和静子上那部分质量的法向速度分别为 v 1n , u 1n和 v 2n , u 2n , v 2n= 0,则有:

u 1n = [ (n - k 3 ) v 1n ]ö(1 + n)　,　u 2n = [n (1 + k 3 ) v 1n ]ö(1 + n) (2)

　　若碰摩前后转子和静子上那部分质量的切向速度分别为 v 1Σ, u 1Σ和 v 2Σ(v 2Σ= 0) , u 1Σ,则利用

切向的冲量定理有:

u 1Σ = v 1Σ(1 + k 3 ) v 1nΛö(1 + n)　,　u 2Σ = n (1 + k 3 ) v 1nΛö(1 + n) (3)

　　有了转子与静子碰撞过程完成后的速度,结合它们的动力学方程,可计算并判断出随后转

子是脱离静子还是与静子继续接触,若转子脱离静子,则用不碰摩时的动力学方程描述其运

动,若与静子继续接触,则碰摩力用以下第 1种情况所述表示,建立转子的动力学方程,进而可

研究它们随后的运动。下面对两种特殊情况进行讨论:

(1)若 nµ k
3 ,即转子的质量远大于与其接触的静子部分质量的碰摩情况,根据 (2)和 (3)

式可得:　　u 1n≈ v 1n　,　u 2n≈ (1+ k
3 ) v 1n　,　u 1Σ≈ v 1Σ　,　u 2Σ≈ (1+ k

3 ) v 1nΛ
可见,这两部分在碰撞完成后在法向具有同向速度,且 u 2n> u 1n ,但静子本身具有很大的刚

度限制了该部分的运动,从而使这两部分有合在一起在法向运动的趋势,所以碰撞结束后转子

受到静子作用的法向力近似为 k cΕ, k c 为静子刚度, Ε为转子与静子相接触后一起沿法向的位
移,转子受到的切向力近似为 Λk cΕ。本情况与文献[ 4 ]的模型相对应。

( 2)若m µ M ,即 n→0、静子的质量远大于转子质量的转静件碰摩情况,则由 (2)和 (3)式

可得: u 1n= (n- k
3 ) v 1ö(n+ 1)≈ - k

3
v 1n　,　u 2Σ≈ 0　,　u 1Σ≈ v 1Σ- Λ(1+ k

3 ) v 1n　,　u 2Σ≈ 0

图 2　不对中转子系统简图

这意味着碰撞后,转子将被弹回,但速度发生了变化。本情况

与文献[ 5 ]的模型相对应。

对于航空发动机来说,静子即机匣属薄壳结构,且密度较小,

所以碰摩时与转子接触的静子部分质量相对转子来说小得多,故

选择情况 1作为碰摩模型计算简单且较为合理。本文以下的研究

采用情况 1的模型。

3　转子系统动力学方程
　　不对中质量偏心 Jeffco t t 转子系统的模型见图 2, 系统静止

时,转子形心位于静子形心的正下方,它们的间距为 ∆。转子旋转
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过程中,转、静子形心距为 r= (y - ∆) 2+ x 2; r0 为间隙圆半径; x oy 是建立在系统静止时转子

形心的固定坐标系。

当 r> r0 时,碰摩发生,碰摩转子系统的动力学方程为:

m xβ+ cxα+ kx + k c (1 - r0ör) [x - Λ(y - ∆) ] = m e8 2co s8 t

m yβ+ cyα+ ky + k c (1 - r0ör) [Λx + (y - ∆) ] = m e8 2 sin8 t
(4)

　　对微分方程实施无量纲化, 取: X = x öe, Y = y öe, R 0 = r0öe, △ = ∆öe, R = röe =

X 2+ (Y - △)。取新的时间刻度: Σ= Ξ2 t, Ξ2
2= (k + k c) öm。另取: cöm = 2ΦΞ2, Ξθ= 8 öΞ2, Β= kö

(k + k c)。考虑到: xβ= Xβe= X
″Ξ2

2e, xα= X
′Ξ2e。于是 (4)式可写成:

X ″+ 2ΦX ′+ ΒX + (1 - Β) (1 - R 0öR ) [X - Λ(Y - △) ] = Ξθ2co s (ΞθΣ)

Y ″+ 2ΦY ′+ ΒY + (1 - Β) (1 - R 0öR ) [ΛX + (Y - △) ] = Ξθ2 sin (ΞθΣ)
(5)

　　当 r≤r0 时,不发生碰摩,其动力学方程及无量纲化的方程分别与方程 (4)中 k c= 0和方程

(5)中忽略左侧第 3项的情况对应。将以上方程降阶后,用预估—校正的 4阶ADAM S法进行

数值计算。计算结果用下述方式表示:

分叉图: 考虑一连续变化参数, 针对每一个取值对系统进行计算, 作系统的 Po incaré截

面,用其中的 Y 值作分叉图的纵坐标,而该参数为横坐标,由此而得的平面图为分叉图。通过

分叉图可较为清晰地得知周期运动与复杂运动 (拟周期运动或混沌运动)对应的参数范围,并

且可在一定程度上判定通向混沌的道路。但在分叉图上不能区分拟周期运动与混沌运动。

Po incaré图:每隔一个周期 (激励项的周期)在系统响应中取一次 Y 和 Y
′,并分别作为横

图 3　Ξθ为控制参数的分叉图

坐标、纵坐标,所得到的平面图为 Po incaré图。若系统的响

应为周期 n 解,则其 Po incaré图上有 n 个孤立的点,若是

拟周期运动,则呈现为封闭曲线,混沌运动则对应一片或

多片分散的点。

转子轴心轨迹:将转子轴心轨迹及间隙圆作在一个图

上,这样可了解到一些碰摩情况。

4　计算与分析结果
　　计算中所取的参数为: Φ= 0105, Λ= 011, Β= 011, R 0=

2,△= 1,在考虑某参数的影响时,其它参数不变。

图 3是以转速比 Ξθ 为控制参数的分叉特性,大致

图 4　 (a) Ξθ= 01695时和 (b) Ξθ= 019117时轴心轨迹及 Po incaré图
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可分成 3个复杂运动区域。在 Ξθ< 01685时,发生周期为 1的运动,随着 Ξθ的增大,变为拟周期

运动 (图 4a) ; 当增至 01697 时,系统发生混沌运动,在 01697～ 0191175 之间系统的响应为混

沌运动 (图 4b) , 当 Ξθ 增至 01911 后, 随着其增加吸引子逐步收缩, 混沌性态逐步减弱, 达到

01912时混沌运动突然变为周期为 2的运动 (图 5)。所以在第一个复杂运动区域是以拟周期分

图 5　Ξθ= 01912时轴心轨迹及 Po incaré图

叉的途径进入混沌状态, 而以混沌—周期突发

的途径离开混沌区域。从分叉图上可以看出 Ξθ

在 01912～ 11191 之间时系统为周期为 2 和 3

的运动,随着 Ξθ 的增加系统又通过拟周期分叉
的途径进入混沌运动 (图 6a) , 该区域范围为

11191- 113102, 当 Ξθ 在 11262 附近时, 混沌运

动中断,运动呈现为周期运动,显然这是复杂运

动区域中的一个周期窗口, 范围约为 11260～

112622,随着 Ξθ 的增加系统又进入混沌运动直
至 113102 (图 6b) , Ξθ= 113103时系统突然变为周期为 3的运动 (图 7) ,

图 6　 (a) Ξθ= 1121时和 (b) Ξθ= 113102时轴心轨迹及 Po incaré图

显然这个区域也是以拟周期分叉、以混沌—周期突发的途径进入和离开混沌运动的。Ξθ 在
113103～ 113475 之间时,系统作周期为 1 的运动, Ξθ 增至 113476 时,系统突然发生混沌运动

(图 8) ,显然是以周期—混沌突发的途径进入该区域的, Ξθ在 1. 3476～ 1. 367之间时,系统为混

沌运动,在 1137附近又以混沌—周期突发的途径离开此区域。

图 7　Ξθ= 113103时的轴心轨迹及 Po incaré图 图 8　Ξθ= 113476时的轴心轨迹及 Po incaré图

图 9是 Ξθ= 015时转、静件间摩擦系数 Λ作为控制参数的分叉图。从图中可见,随着 Λ增
加,系统的复杂运动将会提前出现,进一步研究还会发现在复杂运动区域内不存在混沌运动。
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图 9　Λ为控制参数的分叉图 图 10　Φ为控制参数的分叉图

　　图 10是 Ξθ= 015时,以Φ为控制参数的分叉图。从图中可看出, Φ越小,复杂运动出现的越

早。进一步研究还会发现在复杂运动区域内周期运动、拟周期运动、混沌运动交替出现,表现为

非常复杂的运动形式。

5　结　论
　　本文建立了一种应用广泛的碰摩模型,选择了适合航空发动机转子系统的碰摩模型。建立

了考虑静子本身刚度的不对中质量偏心转子碰摩的动力学方程,讨论了转速比Ξθ、转、静件间
摩擦系数 Λ、转子阻尼比 Φ对碰摩转子系统运动特性的影响。分析表明,随着 Ξθ 的变化系统具
有丰富的周期运动、拟周期运动及混沌运动,在所研究的范围内有 3个复杂运动区域,进入、离

开这些区域的途径不一定相同; Λ增加,复杂运动可提前出现; 而 Φ减小,复杂运动可提前出

现;本文所涉及的通向、离开混沌的道路为拟周期分叉和周期—混沌突发途径。不对中质量偏

心转子系统碰摩所展示的混沌运动及所具有的各种现象,作为这类转子的显著特征对于碰摩

故障的诊断有重要意义。
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su lts show s that the effect of the act ive con tro l is rem arkab le, and the compu ta t ional m ethod

is feasib le.

Key W ords　Shape m emo ry alloys　A ctive　Con tro l　C rack s

IM PACT- RUB MOD EL AND CHAOT IC FEATURE
OF PART IAL RUB OF ECCENTR IC ROTOR

L iu X iandong and L i Qihan
(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

ABSTRACT　　　　A genera l impact- rub model is estab lished acco rd ing to the classi2
cal impact theo ry. T hen the su itab le impact- rub model fo r aeroengine is found ou t. Tw o spe2
cia l examp les of th is genera l model are analyzed. T he impact- rub dynam ic equat ion s of an
eccen tric and unbalanced ro to r system are derived, w h ich take the st iffness of sta to r in to ac2
coun t. T he equat ion s are calcu la ted num erica lly and the resu lts are analyzed. T he resu lts re2
veal tha t the system po ssesses varied chao t ic mo tion s and b ifu rca t ion phenom ena, besides pe2
riod ic and quasi- periodic vib ra t ion s. T he chao t ic mo tion s and rela ted phenom ena discovered
in the impact- rub fau lt of the eccen tric ro to r system can be taken as its rem arkab le fea tu res
and serve as symp tom s to diagno se the impact- rub fau lt.

Key W ords　Ro to rs　R ub　M odels　Chao s　B ifu rcat ion

A SOL UT ION FOR DY NAM IC RESPONSE OF
SHROUD ED BLAD ED D ISC W ITH COULOM B DAM P ING

L iL in
(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

ABSTRACT　　　　 T he paper deals w ith dynam ic respon se so lu t ion p rob lem of
sh rouded b laded disc assem b lies w ith dry frict ion. A hypo thesis of m u lt i- harmon ic variab les
has been in troduced in to A FT m ethod, so that its d ivergence p rob lem due to alias and leakage

erro r in itera t ion has been so lved. T h is imp roved A FT m ethod is independen t of the harmon ic
num ber in variab les of the frict ion num ber elem en ts in the system. So it is a genera l m ethod
fo r so lving dynam ic respon se of a non- linear system. A model of cyclic tw o - dim en sional

sub structu re fo r a b laded disc has been calcu la ted by th is m ethod, and the resu lts have been
compared w ith tho se of the direct in tegra t ion m ethod.

Key W ords　N on- linear system s　V ib rat ion　R espon ses　F rict ion　D amp ing

A COM PUTER- A ID ED COM PL EX 3D P IP ING SY STEM
Fan J iang and M a M e i

(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

ABSTRACT　　　　A compu ter- a ided p ip ing system has been researched and estab2
lished fo r comp lex 3D p lum b ing system on aircraft engine. T h is system is based on the u ser
- defined p ipe ob ject and realizes p ip ing on aircraft engine casing w ith sam e o r differen t ge2
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